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EXTERNAL AND INTERNAL MANIFESTATIONS BEAUTY  
IN THE PROCESS OF TEACHING MATHEMATICS 

Summary. Both in everyday life and in different are-
as of life, the beautiful is manifested primarily in the 
external form of objects and phenomena. The external 
manifestation of mathematical beauty is usually identified 
with the aesthetics of the appearance of mathematical 
objects, and since there are two types of external manifes-
tations of mathematical objects: analytical and geometric, 
it is natural to distinguish the form of mathematical writ-
ing from the geometric forms of external aesthetics of 
mathematics. 

Indicators of identifying the external beautiful of 
mathematical objects can serve as signs of mathematical 
beautiful. From the viewpoint of geometric forms, as aes-
thetic signs can act symmetry and comparison of lines, 
figures or bodies, in particular, the golden section, the 
rhythm, the harmony, etc. As for the analytical writing of 
formulas or mathematical expressions, we note that the 
appearance, the shape of each object is intended to ex-

press their essence and it is natural to consider as won-
derful that from various records of the same object, which 
most of all contributes to the perception of the essence of 
the object, understanding the process . From this point of 
view, one can take clarity, prostate, applicability, etc., as 
external signs of mathematical beauty. 

In addition to the external forms of mathematical ob-
jects and phenomena, the beauty is also manifested in 
their internal structures and contents. For beauty in 
mathematics, researchers proceed from the relationship of 
the objects, their relationship with the outside world. It 
should be noted that, in contrast to the external manifes-
tation, the internal manifestation of mathematical beauty 

is not immediately visible, it is hidden in the depths of a 
mathematical phenomenon, it requires some effort to 
identify and perception. In turn, these efforts, as the sub-
jective signs of mathematical beauty, make the beauty, 
expressed in the objects content, more attractive. 

External and internal manifestations of mathematical 
beauty appear in the whole process of learning mathemat-
ics. And if in the mathematics itself the internal manifes-
tations of the beautiful prevails, then in the learning pro-
cess, the external side of the beautiful also appears in the 
foreground. 

It should be noted that the possibilities of each of them 
is related to the age characteristics of students: in the 
lower grades, where figurative thinking dominates, the 
external aesthetics of mathematical objects play a signifi-
cant role. In parallel with the formation and development 
of logical thinking, the internal aesthetics of objects begins 
to act and gradually play a more significant role. It is 

clear that in the process of teaching mathematics, first, 
the external aesthetics of the object manifests itself, and 
only then the internal aesthetics, and they complement 
each other. 

In this work we consider an example from a high 
school geometry course. It can also be called "The beauty 
of the configuration of the circle and quadrangle or their 
"love". 

Keywords: external beautiful; internal beautiful; signs 
of mathematical beautiful; circle; rectangle; quadrilateral. 
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ДОСЛІДЖЕННЯ

 k

1
–ПРЯМОЇ ТРИКУТНИКА 

Описано результати дослідження кількості 
прямих, що поділяють площу трикутника на-
впіл, які було представлено у дослідницькій 
роботі Малої академії наук. 

Ключові слова: навчання учнів геометрії; 
площа трикутника.  
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Постановка проблеми. Більшість чудо-
вих відкриттів у геометрії так чи інакше 
пов’язані з трикутником. Крилату фразу 
Козьми Пруткова «Ніхто не обійме неосяж-
ного» в повній мірі можна віднести до гео-
метрії трикутника. У шкільному курсі пла-
німетрії розв’язується цілий ряд задач на 
поділ площі трикутника навпіл за задани-
ми умовами [1; 2]. Залежно від умов задача 
може бути простою або дослідницького 
характеру. Прикладом дослідницької задачі 
є задача про пошук прямої, яка поділяє 
периметр і площу трикутника навпіл [1–6]. 
Нас зацікавило узагальнення цієї задачі – 
чи можна з’ясувати кількість прямих, які 
проходять через точку трикутника і поді-

ляють його площу у відношенні 1:(k–1) (k3, 

kN). Такі прямі називатимемо 
1

k
– прями-

ми трикутника.  
Аналіз останніх досліджень і публі-

кацій. Трикутник вивчали ще в давні часи 
(Архімед, Ван-Обель, Ейлер, Герон, Мене-
лай, Піфагор, Птолемей, Чева та ін.). Гео-
метрія трикутника жива й до сьогодні – 
виводяться нові й нові властивості трикут-
ника (Ж. Адамар, Г.П. Бевз, С.І. Зетель, І.А. 
Кушнір, В.М. Лейфура, В.Ю. Протасов, І.Ф. 
Шаригін, В.А. Ясінський та ін.).  

Мета статті – дослідити кількість 
k

1
-

прямих трикутника. 
Виклад основного матеріалу дослі-

дження. Нехай у АВС АВ=с, ВС=а, АС=b. 
Нехай Р – деяка точка трикутника АВС,  

FK – 
1

k
–пряма, яка проходить через точку 

Р. Можливі три випадки: 1) пряма FK пере-
тинає сторони AС і АВ; 2) пряма FK пере-
тинає сторони AВ і ВС; 3) пряма FK пере-
тинає сторони AС і ВС. Для кожного випа-
дку необхідно розглядати прямі, які відти-

нають від АВС трикутник площі 
1

k
SАВС, 

так і прямі, які відтинають від АВС чоти-

рикутник площі 
1

k
SАВС. У дослідженні  

трикутника скористалися методом коорди-
нат [7].  

Перший випадок: пряма FK перетинає 
сторони AС і АВ (рис. 1). Виберемо на пло-
щині косокутну систему координат так, 
щоб А(0; 0), В(0; с), С(b; 0). Нехай Р(u; v) – 
довільна точка трикутника АВС. 

Випадок 1.1. 
1

k
–пряма KF відтинає від 

АВС трикутник, площа якого дорівнює 

1

k
SАВС.  

Тоді 
1

k
AFFKsinA=

1 1

2k
 ABACsinA, 

1

k
mABpACsinA=

1 1

2k
 ABACsinA. Маємо 

p=
1

km
, АK=тАС, АF=рАВ. Тоді 

1

k
≤р≤1, 

1

k
≤т≤1. 

 
Рис. 1 

Запишемо рівняння прямої KF: kbm2y–
cbm+cx=0. 

 

Оскільки точка Р належить 
прямій KF, то: kbm2v–cbm+cu=0. Якщо v=0 
(точка Р належить стороні AС), то існує 

одна 
1

k
–пряма за умови 

1

k
≤т≤1. Якщо v0, 

то рівняння kbm2v–cbm+cu=0 є квадрат-
ним. В залежності від значення дискримі-
нанту, може існувати або одна, або дві шу-
кані прямі або не існуватиме такої прямої 
(рис. 2).  

 

 
Рис. 2 
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D=c2b2–4kcbuv0, тоді cb–4kuv0.  

D=0, cb=4kuv. За умови, що 
2 2

b b
u

k
  , 

2 2

c c
v

k
   маємо дугу гіперболи 

4

cb
u

kv
 . 

Якщо точка Р належить вказаній дузі гіпе-

рболи, то існує одна 
1

k
–пряма точки Р.  

D>0, cb>4kuv. Якщо координати точки Р 
трикутника задовольняють нерівність 
cb>4kuv, то можуть існувати дві шукані 
прямі.  

Рівняння матиме два розв’язки, які нале-

жать проміжку 
1

,1
k

 
 
 

, якщо 

2 2

0;

0;

.c c
k

kbv cb cu

bv cb kcu

v

   


  


 

 

Отже, якщо координати точки Р задоволь-

няють систему, то існує дві 
1

k
–прямі точки 

Р.  

 
Рис. 3 

На рисунку 3 зображено криволінійний 
трикутник LМD, якому належать такі точки 
Р. 

Рівняння матиме один розв’язок, який 

належить проміжку 
1

,1
k

 
 
 

, якщо 

0,

0,

kbv cb cu

bv cb kcu

  


  
 або 

0,

0.

kbv cb cu

bv cb kcu

  


  
 Отже, 

якщо координати точки Р задовольняють 
сукупність цих систем, то існує одна шука-
на пряма. На рисунку 3 зображено трикут-
ники С1ВМ і МВ1С, яким належать точки Р, 

через які проходить одна 
1

k
–пряма.

 

Випадок 1.2. 
1

k
–пряма KF відтинає від 

трикутника АВС чотирикутник, площа яко-

го дорівнює S = 
1k

k


SАВС. Тоді 

1k
р

kт


 , 1 ≤ 

т ≤ 
1k

k


, 1 ≤ р ≤ 

1k

k


. АK = тАС, АF = 

1k

kт


АВ.  

Запишемо рівняння прямої KF: 

                  

( 1)

0

( 1)0
0

k с
y

х kт
k сbт

kт










, 

звідси 2 ( 1) ( 1) 0.kbт у сb k т с k x      Оскільки 

точка Р належить прямій KF, то 

2 ( 1) ( 1) 0.kbт v сb k т с k u      

1. Якщо v=0, тобто точка Р належить 

стороні AС, то існує одна 
1

k
–пряма за умо-

ви 
1k

k


≤т ≤ 1.   

2. D=c2b2(k–1)2 –4k(k–1)cbuv0, cb(k–1)–

4kuv0. 

2.1. D=0. За умови, що 
( 1)

2 2

b k b
u

k


  , 

( 1)

2 2

c k c
v

k


   маємо дугу гіпербо-

ли 
( 1)

4

cb k
u

kv


 . 

2.2. D>0, ( 1) 4 0cb k kuv   . Рівняння 

матиме два розв’язки, які нале-

жать проміжку 
1

,1
k

k

 
 
 

, якщо 

( 1) ( 1) 0,

( 1) ( 1) 0,

( 1)
.

2 2

kbv k cb k cu

k bv cb k kcu

c k c
v

k


     


    
 
  


  

Отже, якщо координати точки Р 
задовольняють цю систему (точка 
Р належить криволінійному три-
кутнику RМ1Q), то існує дві шу-
кані прямі (рис. 3).  

Рівняння матиме один розв’язок, який 

належить проміжку 
1

,1
k

k

 
 
 

, якщо 

( 1) ( 1) 0,

( 1) ( 1) 0

kbv k cb k cu

k bv cb k kcu

    


    
 або 

( 1) ( 1) 0,

( 1) ( 1) 0.

kbv k cb k cu

k bv cb k kcu

    


    
  

Якщо координати точки Р задовольня-
ють сукупність цих систем, тобто точка Р 
належить трикутникам С2ВМ1 і М1В2С, то 
існує одна шукана пряма (рис. 3). Загальні 
результати для випадку 1 подано на рису-
нку 3.  

У другому та третьому випадках мірку-
вання будуть аналогічними, як і у першому 
випадку. Підсумуємо результати усіх трьох 
випадків. Для точки Р, яка лежить на сто-
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роні трикутника, існує дві 
1

k
–прямі. Для 

точок Р трикутника кількість 
1

k
–прямих 

позначено на рисунках 4–5 символами ▲ і 

. Символом ▲ позначено область, через 

кожну точку якої проходить 
1

k
–пряма, яка 

відтинає від даного трикутника, трикутник 

площі 
1

k
SАВС. Символом  позначено об-

ласть, через кожну точку якої проходить

 1

k
–пряма, яка відтинає від даного трикут-

ника, чотирикутник площі 
1

k
SАВС.  

 
Рис. 4 

Так через кожну точку чотирикутника 

ВN6Т1N5 проходить дві 
1

k
–прямі: пряма, яка 

перетинає сторони AС і АВ, і пряма, яка 
перетинає сторони AС і ВС. Зауважимо, що 
через кожну точку області, яку обмежують 
гіперболи (на рисунку 4 така область не 
виділена кольором), не проходить ні одна 

1

k
–пряма. З’ясовано, що точки Т1, Т2, Т3, Т4, 

Т5 і Т6 є точками перетину відрізків АА1, 
АА2, ВВ1, ВВ2, СС1, СС2 і належать медіа-
нам трикутника. 

 

Рис. 5 

Кількість 
1

k
–прямих в околі точки Т6 

проілюстровано на рисунку 5. Така ж кіль-
кість шуканих прямих і в околах точок Т2 і 
Т4. 

Отже, 
1

k
–прямих для точки трикутника 

може бути або чотири, або три, або дві, або 
одна, або взагалі їх не бути.  

У ході дослідження з’ясовано, що 
1

2
–

пряму доцільно дослідити окремо.  

1

2
–пряма проходить через точку трику-

тника і поділяє його площу навпіл.  
Для точки Р, яка лежить на стороні три-

кутника, існує одна 
1

2
–пряма. Якщо точка 

Р належить криволінійному трикутнику 

ZRD (без точок його сторін), то існує три 
1

2
–

прямі (рис. 6). Через кожну з точок Z, R, D 

проходить одна 
1

2
–пряма.  

 
Рис. 6 
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Якщо точка Р належить сторонам кри-
волінійного трикутника ZRD (без вершин), 

то існує дві 
1

2
–прямі. Через інші точки 

трикутника АВС проходить одна 
1

2
–пряма. 

Для точки Р, яка лежить на стороні три-

кутника, існує одна 
1

2
–пряма. Якщо точка 

Р належить криволінійному трикутнику 

ZRD (без точок його сторін), то існує три 
1

2
–

прямі (рис. 6). Через кожну з точок Z, R, D 

проходить одна 
1

2
–пряма. Якщо точка Р 

належить сторонам криволінійного трику-
тника ZRD (без вершин), то існує дві  

1

2
–прямі. Через інші точки трикутника 

АВС  проходить одна 
1

2
–пряма. 

Висновки і перспективи подальших 
досліджень. Нами системно досліджено 
кількість прямих, які проходять через точ-
ку трикутника і поділяють його площу у 

відношенні 1:(k – 1), де k3, kN.  

З’ясовано, що 
1

k
–прямих може бути не 

більше чотирьох. 
1

2
–пряму можна провести 

для будь-якої точки трикутника, взагалі їх 
може бути або три, або дві, або одна. Робо-

та може бути цікавою для учнів, які захоп-
люються математикою, та використана 
учителями на уроках, факультативах, гур-
тках з математики. 
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THE RESEARCHING OF 
1

k
– TRIANGLE’S STRAIGHT LINE 

Summary. Introduction. The school course in plani-

metrics includes a number of arithmetic problems to do 

with the division of a triangle in half according to the 

given conditions.  

The problem may be either easy-fetched or of research 

nature. The sum of searching for a straight line that di-

vides both triangle’s perimeter and area in half is known 

to be an example of a research-nature arithmetic problem. 

We got interested in generalization of this problem – 

whether it is possible to find out the number of straight 

lines that pass through the point of a triangle and divide 

its area in relation of 1:(k–1), (k3, kN). Such lines will 

be called 
1

k
– triangle’s straight lines. 

Purpose: to work out a research of the number of  

1

k
–triangle’s straight lines. 

Methods. To do the research work the coordinate 

method was used. 

Results. Providing that P is a point of the triangle ABC, 

FK – 
1

k
–straight line that passes through the point P. The 

possible cases are: the straight line FK crosses the sides 

AC and AB; the straight line FK crosses the sides AB and 

BC. 

For each case it is necessary to consider straight lines 

which detach from ABC the triangle area of 
1

k
SABC, as 

well as the straight lines that detach from ABC the quad-

rangle area 
1

k
SABC.  

The research revealed that the 
1

2
– straight line’s re-

search must be carried out separately. Originality. Similar 

conditions have been derived under which it is possible to 

get 
1

k
–straight lines for the given triangle. 
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Conclusion. We have worked out systematic and com-

plete research of the number of straight lines that pass 

through the point of the triangle and divide its area in 

relation 1:(k–1), where k3, kN. We have found out that 

the quantity of straight lines cannot exceed four.  

1

2
–straight line is a straight line that can be made for any 

point of the triangle, in general there can be either three, 

two or one points. The work can be of interest for students 

who are keen on mathematics, it can also be used by the 

teachers who conduct lessons, collectives and math cir-

cles. 

Keywords: teaching students geometry; triangle  
area.  
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УДК 378.147+517.9:004 

МЕТОДИЧНІ РЕКОМЕНДАЦІЇ ДО РОЗРОБКИ ОНЛАЙН КУРСІВ  
ДЛЯ ВИКЛАДАЧІВ МАТЕМАТИЧНИХ ДИСЦИПЛІН ВИЩОЇ ШКОЛИ 

Проаналізовано світовий досвід впроваджен-
ня онлайн-навчання, контент відкритих освіт-
ніх онлайн-платформ, досвід авторів у викла-
данні математичних дисциплін у закладах 
вищої освіти та результати опитування ви-
кладачів математичних дисциплін вищої шко-
ли і студентів педагогічних закладів вищої освіти.  

Сформульовано методичні вимоги до підго-
товки онлайн-курсів для викладачів матема-
тики вищої школи. 

Ключові слова: відкрита освітня онлайн-
платформа; онлайн-курс; викладачі матема-
тичних дисциплін вищої школи. 

 

Постановка проблеми. Поява доступ-
них веб-технологій кардинально змінила 
підходи до спілкування та навчання. Дос-

туп до мережі Інтернет і різноманітність 
пристроїв, що дозволяють здійснювати цей 
доступ, призвели до попиту на освітні пос-
луги, що адаптуються до потреб навчання 
протягом життя, забезпечуючи персоналі-
зацію навчального процесу. Такий попит 
сприяв створенню освітнього тренду – роз-
робці відкритих освітніх онлайн-платформ 
(ВООП). Наразі, більше 700 світових уні-
верситетів мають практику впровадження 
відкритих онлайн-курсів. Всі ці курси ко-
ристуються значним попитом, тому що 
відповідають сучасній концепції «lifelong-
learning» – безперервної освіти, або освіти 
протягом життя. Найпопулярнішими про-
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